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Let G be a connected l-transitive graph of valency five. It is shown that the 
order of a vertex stabilizer divides 5 * 3% * 217. A theorem of A. Gardiner bounding 
the order of a vertex stabilizer of a 2-transitive graph of valency 1 + p, p prime, 
is reproved. 
In dieser Arbeit werden nur ungerichtete endliche Graphen ohne 
Schlingen und mehrfache Kanten betrachtet. Ein s-Weg ist eine Folge 
c%,~l,..., x8) von s + 1 Ecken mit xi # xim2 fiir 2 < i < s und xie T(x,-,) fiir 
1 < i < s, wobei T(x) die Menge der mit der Ecke x verbundenen Ecken 
ist. Ein Graph G heigt s-transitiv, wenn die Automorphismengruppe 
aut(G) transitiv auf der Menge der s-Wege operiert. 1st dart&r hinaus der 
Stabilisator eines s-Weges trivial, so heigt G s-regulgr. 
Gegeben sei ein zusammenhiingender I-transitiver Graph G, in dem von 
jeder Ecke d Kanten ausgehen. Sei s maximal, damit G s-transitiv ist. Sei 
S(e) C aut(G) der Stabilisator einer Ecke e. Wir beweisen die folgenden 
zwei S&e: 
SATZ 1. Sei d = 5.I.t 3 I o(S(e)), so ist 2 < s < 7, s # 6 und 
(i) o@(e)) I 5 * (24)+l, fulls 2 < s < 3, 
(ii) o(S(e)) ) 5 * 32 * 2s * 8s-4, falls s 2 4. 
1st 3 -r o@(e)), dam 1 < s < 3 und o@(e)) I 80. Insbesondere gilt s < 3, 
falls G 3-reguliir ist. 
SATZ 2 (A. Gardiner [3]). Ist d - 1 eine Primzahl, so ist s < 7, 
s # 6 und 
(i) c@‘(e)) I d((d - l)!)“-l, falls 2 < s < 3, 
(ii) o(S(e)) 1 d(d - l)“-l(d - 2)2,falZs s > 4. 
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Als erster hat W. T. Tutte [6, 71 das Problem, die Ordnung eines 
Eckenstabilisators eines 1-transitiven Graphen vorgegebener Valenz zu 
beschranken, in Angriff genommen; er zeigte s < 5 und o(S(e)) = 3 . 2s-1 
im Fall d = 3. Danach haben unter anderen C. C. Sims [5], W. L. Quirin 
[4], D. Z. DjokoviC [2], und in letzter Zeit A. Cardiner, der in [3] den 
obigen Satz 2 bewies, wichtige Beitrsge gemacht. In unserem Beweis von 
Satz 2, der parallel zum Beweis von Satz 1 lguft, werden andere Methoden 
als die von Gardiner bentitzt. Vergleiche hierzu [8]. 
Sei also G ein zusammenh&ngender s-transitiver aber nicht-(s + l)- 
transitiver Graph, in dem von jeder Ecke d Kanten ausgehen. Hierbei ist 
d - 1 entweder eine Primzahl p oder 4. Wir nehmen zun%chst s 3 2 an. 
Sei (0, l,..., s) ein beliebiger s-Weg, wobei 0, I,..., s Ecken von G sind. Sei 
S(O,..., s) der Stabilisator in aut(G) von (O,..., s). Mit n bezeichnen wir stets 
die Ordnung von S(O,..., s). Fur jede Ecke i sei 
Ki = n S(j). 
jsT(i)oder 
j=i 
Die Gruppe B = S(l)..., s)/S(I ,..., s) n K, lll3t sich dann auffassen als 
transitive Permutationsgruppe der d - 1 Ecken T(s) - {s - 1). 1st d - 1 
Primzahl, so ist B primitiv. 1st d = 5 aber B nicht primitiv, so gibt es 
zwei Blacke der LLnge zwei; insbesondere enthalt B und also S(l,..., s) 
keine Elemente der Ordnung 3. B ist also doch primitiv, falls 3 ] n. 
HILFSSATZ 1. Sei 3 1 n, faZls d = 5. Ist 2 < s < 3, so ist n 1 ((d - 2)!)“-l. 
Ist s > 4, so ist n 1 (d - 2)z bzw. n 1 (3 !)” 2”-4, falls d - 1 = p bzw. d = 5. 
Beweis. Da N = K1 n S(l,..., s) Normalteiler von S( I,..., s) und B 
primitiv ist, operiert N entweder trivial oder transitiv auf der Menge 
T(s) - {s - l}. Da G nicht (s + I)-transitiv ist, kann S(O,..., s) und 
insbesondere Nnicht transitiv auf T(s) - {s - l} operieren (vgl. [7, S.601). 
Es folgt K1 n S(l,..., s) C K, . 
Sei zungchst s = 2. Dann gilt K1 = K1 n S(l, 2) C K2 . Da G zusammen- 
hgngend ist, gilt K1 C Ki fiir jede Ecke i und also K1 = (1). S(0, 1, 2) hat 
also eine treue Darstellung als Permutationsgruppe der Menge 
T(1) - {0,2}. Damit gilt IZ ] (d - 2) ! . 
Sei nun s >, 3. Sei a E K = K1 II K, n S(0 ,..., s). Falls s > 5 ist, nehmen 
wir zunHchst an, daD es eine Fortsetzung (4 - s, 5 - s ,..., -1, 0 ,..., s) des 
Weges (O,..., s) gibt, die von a in Ruhe gelassen wird. Sei xi f i - 1, i + 1 
eine Ecke in T(i) (1 < i < s - 1). Wegen K1 n S(l,..., s) C K, ist 
a E K, . Wegen I& n S(s, s - l,..., 2, xz) C Kc, ist a E K”, . Wegen K%, n 
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S(x, ,2, 1, 0, -I,..., 4 - s) _C K4+ ist a E K& . Wegen K4-s n S(4 - s, 
5 - s,..., 2, 3) C K3 ist dann a E K3 . Sei s + 1 eine beliebige Ecke in 
T(s) - {s - I}. Wegen a E K, und K, n S(2,..., s, s + 1) 2 K,,, ist 
a E Ll . Wegen K,,, n S(s + 1, s ,..., 3, x3) C Kz3 ist a E Kz, . Wegen 
Kz, n Sk, 3, 2,..., 5 - s) C KS--s ist a E K,-, . Wegen K5+ n S(5 - s ,..., 
3,4)_CK,ista~K~.Schlienlichergibtsicha~K~,wobei(O,...,s,s+l,...,t) 
eine beliebige Fortzetzung von (O,..., s) ist. Da G zusammenhangend ist, 
gilt a = 1. 
Im Fall 3 < s < 4 gilt also K = (1). Im Fall s > 5 la& sich K treu 
darstellen als semi-regulare Permutationsgruppe auf der Menge der 
(2s -- 4)-Wege, die das Endstuck (0, I,..., s) haben. (Eine Permutations- 
gruppe A auf der Menge x hei& semi-regular, wenn der Stabilisator A(x) 
trivial ist fur jedes x E X). Es gibt (d - 1)+-l dieser Wege. Damit gilt 
o(K) 1 (d - l)s-4. 
Sei d - 1 = p. Istp 1 IZ, so enthalt S(O,..., s) ein Element a der Ordnung p 
mit a #K, . Damit operiert (a) transitiv auf T(s) - {s - l> und G ist 
(s + I)-transitiv. Widerspruch. n ist also teilerfremd zu p. Aus o(K) 1 ps-4 
und o(K) 1 IZ folgt a(K) = 1. 
Sei nun d = 5. o(K) ist dann eine Potenz von 2. Da G nicht (s + l)- 
transitiv ist, operiert S(-i + I,..., s) intransitiv auf T( -i + 1) - {-i + 2) 
fur 1 < i < s - 5. Damit gilt [K n S(-i + l,..., 0) : K n S(-i ,..., 0)] I 2 
und also 
o(K) = [K:KnS(-l,0)]~~~[KnS(5-~s,...,O):KnS(4-ss,...,0)]~2s-4, 
falls s > 4. 
Die Gruppe S(O,..., s)/K lal3t sich auffassen als Permutationsgruppe der 
Menge T(1) u T(2) - (0, 1, 2, 3}, wobei die Teilmenge T(i) - {i - 1, i + l> 
in sich selbst tiberftihrt wird (i = 1,2). Damit gilt o(S(O,..., s)/K) ( ((d- 2)!)2. 
1st entweder d-l=p und s>3 oder d=5 und s=3, so ist 
o(S(O,..., s)) 1 ((d - 2)!)2. 1st d = 5 und s > 4, so ist o(S(0 ,..., s)) ) 
((d - 2) !)2 2s-4. 
Wir mtissen nur noch zeigen, da13 n ( (d - 2)2, falls d - 1 = p und 
s > 4. Die Idee hierzu stammt von Gardiner [3, S.403]. Sei J = K, n 
K3 n S(l,..., s). 1st a E S(l,..., s) ein Element der Ordnungp, so mu13 a jede 
der p - 1 Ecken in T(2) - {I, 3) bzw. T(3) - {2,4) in Ruhe lassen und 
also a E J. Insbesondere operiert J transitiv auf der Menge T(1) - (2). Da 
sich J treu als semi-regulare Permutationsgruppe der Menge T(s) - {s - l} 
darstellen IHBt, ist o(J) =p. Wegen Jq S(l)..., s) ist S(l)..., s)/K, n S(l)..., s) 
eine aufliisbare Permutationsgruppe der Menge T(1) - {0} mit 
) T(1) - {O}/ = p. Es folgt o(S(l,..., s)/KI n S(l)..., s)) 1 p(p - 1) und also 
o(S(O,..., s)/K, n S(O,..., s)) 1 (p - 1); somit such o ( S(l,..., s + 1)/K, n 
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S(l,..., s + 1)) 1 (p - 1). Wegen K1 n S(0 ,..., s) C K, gilt KI n S(0 ,..., s) C 
SQ,..., s + 1). Damit ist 
KI n s(O,..., S) z KI n S(0 ,..., s)/K, n Kz n S(0 ,..., S) 
Untergruppe von 
S(l,..., s + 1)/K, n S(l,..., s + 1) und also o(K, n S(O,..., s)) I (p - 1). 
Es gilt dann n = [S(O ,..., s) : KI n S(0 ,..., s)] . o(K, n S(0 ,..., s)) 1 (p - 1)2. 
Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 
Sei H = S(0, 1). Da H transitiv auf der Menge der mit (0, 1) anfan- 
genden s-Wege operiert, gilt o(H) = (d - 1),-l n. Der Satz von Gardiner 
geht also aus dem folgenden hervor. 
HILFSSATZ 2. Sei 3 1 n, falls d = 5. Es gilt s < 7, s # 6. 
Beweis. Falls d = 5, sei p = 2; sonst sei wie zuvor p = d - 1. Sei 
P C H eine p-Sylow-Gruppe. Sei W = (0, l,..., s - 1). Da es (d - I)s-2 
(s - l)-Wege gibt, die mit (0, 1) anfangen, gilt o(P)/o(P n S(W)) < 
(d - l)s-2. Sei n = pvnn, mit p +’ n, . Wegen o(P) = (d - l)s-lpv gilt 
(d - 1) pv < o(P n S(W)). Wegen o(S( W)) = (d - l)n ist dann 
o(P n S(W)) = (d - 1)~“. 
Da Pp-Gruppe ist, gibt es ein Element b # 1 im Zentrum Z(P) von P. 
Sei a ein beliebiges Element in P n S(W). Da sich a und b vertauschen, gilt 
a(b( W)) = b(W). 1st m < s - 1 maximal, sodal bin S(0, l,..., m) liegt, so gilt 
a E S( WI) mit WI = (s - l,..., m + 1, m, b(m + 1) ,..., b(s - 1)). Damit 
ist P n S( IV) C S( WI) und insbesondere (d - l)p* 1 o(S( WI)). Damit ist die 
Lange von WI hijchstens s - 1 und also m > (s - 1)/2. Sei u = (s/2) - 1 
bzw. u = (s - 3)/2, falls s gerade bzw. ungerade ist. Dann ist b E L,(O, l), 
wobei 
~~(0, 1) = n S(X). 
d(o.zl<toder 
d(l,z)<t 
d(i,j) ist hier der Abstand zwischen den Ecken i und j. Wir nehmen jetzt 
s >,4an,sodaDu > 1. 
Sei nun (-2u, -2u + I,..., O,..., s) eine beliebige Fortsetzung von 
a..., s). Da die Gruppe S(--u ,..., u + l)/S(--u ,..., ZJ + 1) n K,,,, primitiv 
auf T(u + 1) - {u} operiert und L,(O, 1) Normalteiler von S(-u,..., u + 1) 
ist, operiert L,(O, 1) entweder trivial oder transitiv auf T(u + 1) - {u}. 
Wir nehmen zun&chst an, dal3 L,(O, 1) trivial auf T(u + 1) operiert. 1st 
entweder d(0, x) = u + 1 und d(1, x) = u + 2 oder d(0, x) = t( + 2 und 
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d(1, x) = u + 1, so gibt es ein Element a im Stabilisator der Kante (0, I> 
mit a(x) = u + 2. Damit la& a-l&(0, I)a = L,(O, 1) die Ecke x in Ruhe. 
Es folgt L,(O, 1) C Lu+l(O, 1) und also L,(O, 1) C L,(i, j) fiir i = 0 oder 1 
und j E T(i). Da G zusammenhangend ist, gilt L,(O, 1) = &(x, y) fur jede 
Kante (x, y), Damit ist L,(O, 1) = <i), in Widerspruch zu b E L,(O, 1). 
L,(O, 1) operiert also transitiv auf T(u + 1) - {u}. 
Insbesondere gibt es ein Element a E L,(O, 1) mit a(u + 2) # u + 2. 
Da G s-transitiv ist, gibt es ein Element YE aut(G) mit f(O,..., u + 2) = 
(-24 - I,..., 1); sei cl = faf -l. Es gilt c1 E L,(--u - 1, -u) und c,(l) # 1. 
Sei A4 = ([cl , cz] ) c2 E L,(O, l)), wobei [cl , cg] = c.&*c,c, . Sei c, ein 
beliebiges Element in L,(O, 1) und c = [cl, cz]. 1st 0 < i < u, so ist 
cz(i) = i sowie ~$0, q(i)) = i < u und also cz(cI(i)) = cl(i). Damit gilt 
c(i) = i. 1st --u < i < 0, so ist q(i) = i = cz(i) und somit c(i) = i. 1st 
-224 < i < -u, so ist cl(i) = i sowie d(-u, cz(i)) = --u - i ,< u und also 
cI(cz(i)) = cz(i). Damit gilt ebenfalls c(i) = i. Es folgt M C S(-2u,..., u). 
Es gibt nun ein Element a mit a(0) = 1, a(1) = 0 und a(cI(u)) = u + 1. 
Sind x und y beliebige Ecken in T(u) - {u - l}, so gibt es c2 E L,(O, 1) mit 
cz(acl(x)) = aq(y), da L,(O, 1) transitiv auf T(u + 1) - {u} operiert. Sei 
& = a-%,a E L,(O, 1). Es ist dann &?c;~~~zc~(x) = y, so daB M und also 
q-224,..., u) transitiv auf T(u) - {u - I} operiert. Da G nicht (s + l)- 
transitiv ist, kann der Weg (--2u,..., u) hijchstens die Lange s - 1 haben, 
d.h. 3u < s - 1. 1st s gerade, so ist 3((s/2) - 1) < s - 1, d.h. s < 4. 1st 
s ungerade, so ist 3((s - 3)/2) < s - I, d.h. s < 7. Damit ist Hilfssatz 2 
bewiesen. 
Sei nun d = 5. 1st s = 1, dann lal3t sich S(O)/& als eine transitive aber 
nicht 2-fach transitive Permutationsgruppe vom Grad fiinf auffassen, so 
da13 o@(O)/&) 1 10. 1st a ein Element mit a3 = 1, so ist a(y) = y, falls 
a(x) = x und y E T(x). Da G zusammenhangend ist, gilt a = 1 und also 
3 7 o@(O)). Der Fall 3 I n in Satz I ist damit erledigt. 
Sei nun 3 + n. 1st p 2 3 eine Primzahl, a E H = S(0, 1) und ap = 1, so 
ist a(x) = x fur jede Ecke x E T(1) - (0). Da G zusammenhangend ist, 
gilt a = 1. H ist also eine 2-Gruppe und S(0) ist aufliisbar, da o@(O)) von 
nur zwei Primzahlen teilbar ist. Die Behauptung o(S(0)) j 80 geht nun im 
wesentlichen aus einem Ergebnis von W. L. Quirin hervor [4, Theorem 2.21. 
Siehe such [9], wo folgendes gezeigt wird: 1st d eine beliebige Primzahl > 3 
und S(0) aufliisbar, so gilt o(S(0)) ) d(d - 1)“. Da 5 . 48-1 die Ordnung von 
S(0) teilt, gilt dann s < 3. 
1st G s-regular, so ist n = 1 und insbesondere 3 f n, so dal3 s < 3. Zum 
SchluB geben wir ein Beispiel eines 3-regularen Graphen von Valenz d, 
wobei d eine beliebige Primzahl > 2 ist. Sei Gd der 6-Kafig von Valenz 
1 + d (vgl. etwa [l, S.4261). Sei k eine beliebige Kante von G, und G, der 
von den Ecken x mit d(k, x) = 2 aufgespannte Untergraph. Es 1iiBt sich 
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S(k) = aut(C?,) zeigen, wobei S(k) C aut(GJ der Stabilisator der Kante k 
ist. S(k) operiert 3-regulk auf ed . Die Valenz von C?d ist d. 
Nachtrag bei der Korrektur. Es ist mir inzwischen zur Kermtnis gekommen, dat3 
A. Gardiner mit anderen Methoden nun such den Satz 1 bewiesen hat und zwar mit 
dem etwas schlrferen Ergebnis o(S(e))l 5 . 3” . 2* . 48-4, falls s > 4; siehe Heft 135 
der Math. Z. 
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